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1 排列组合

• 记 1 (
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k

)
=
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)
• 记 2 (
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=
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)
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)
• 记 3
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)
• 记 4
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i2
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)
= n(n+ 1)2n−2

带权和式子，通过多项式求导得。

• 记 5
n∑
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l
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)
• 记 6 (
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=
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)
• 记 7

n∑
i=0

(
n− i

i

)
= Fn+1

其中 F 为斐波那契数列。

• 错排

Dn = n!− n!
n∑

k=1

(−1)k−1

k!
= n!

n∑
k=0

(−1)k

k!

错排。

• 卡特兰数

Hn =

(
2n
n

)
n+ 1

(n ≥ 2, n ∈ N+)
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Hn =

(
2n
n

)
n+ 1

(n ≥ 2, n ∈ N+)

Hn =

(
2n

n

)
−
(

2n

n− 1

)
Hn =

Hn−1(4n− 2)

n+ 1

Catalan 数列 Hn 可以应用于以下问题：

1. 有 2n 个人排成一行进入剧场。入场费 5 元。其中只有 n 个人有一张 5 元钞票，另外 n 人

只有 10 元钞票，剧院无其它钞票，问有多少种方法使得只要有 10 元的人买票，售票处就有
5 元的钞票找零？
2. 有一个大小为 n×n 的方格图左下角为 (0, 0) 右上角为 (n, n)，从左下角开始每次都只能向

右或者向上走一单位，不走到对角线 y = x 上方（但可以触碰）的情况下到达右上角有多少

可能的路径？

3. 在圆上选择 2n 个点，将这些点成对连接起来使得所得到的 n 条线段不相交的方法数？

4. 对角线不相交的情况下，将一个凸多边形区域分成三角形区域的方法数？
5. 一个栈（无穷大）的进栈序列为 1, 2, 3, · · · , n 有多少个不同的出栈序列？
6. n 个结点可构造多少个不同的二叉树？

7. 由 n 个 +1 和 n 个 −1 组成的 2n 个数 a1, a2, · · · , a2n，其部分和满足 a1 + a2 + · · ·+ ak ≥
0 (k = 1, 2, 3, · · · , 2n)，有多少个满足条件的数列？

2 排列组合简单习题

• 例 1 求 (
n

3

)
+

(
n

7

)
+

(
n

11

)
+

(
n

15

)
+ . . .

• 例 2 尝试说明，对于 n 个篮子，每个篮子至少分 ai (Σai ≤ n) 个物品，有(
n−

∑
ai + k − 1

n−
∑

ai

)
种分法。

• 例 3 在 1 ∼ n 这 n 个自然数中选 k 个，这 k 个数都不相邻，问有多少种组合？

• 例 4 多重集是指包含重复元素的广义集合。设 S = {n1 · a1, n2 · a2, · · · , nk · ak} 表示由 n1 个

a1，n2 个 a2，⋯，nk 个 ak 组成的多重集，S 的全排列个数为？

• 例 5 求
n∑

i=0

(Ci
n)

2

• 例 6 证
n∑

i=0

iCi
n = n2n−1

要求使用两种方法。
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• 例 7 化简：
n∑

i=0

iCi
nCi

m

• 例 8 6 位女同学和 15 位男同学围成 1 圈跳集体舞，要求每两名女同学之间至少有两名男同
学，那么共有多少种不同的围圈跳舞的方法?

• 例 9 现安排 7 名同学参加 5 个运动项目，要求甲、乙两同学不能参加同一项目，每个项目都
有人参加，每人只参加—个项目，则满足上述要求的不同的安排方案数为？

• 例 10 取出伍角、壹元、贰元、伍元、拾元、伍拾元、壹百元的纸币共 10 张，共有多少种不
同的取法?

• 例 11 证
n∑

k=1

Ck
nCn+1−k

n = Cn+1
2n

• 例 12 证
n∑

k=0

(−1)n−k22kC2k+1
n+k+1 = n+ 1

3 参考答案

• 例 1 (
n

3

)
+

(
n

7

)
+

(
n

11

)
+

(
n

15

)
+ . . . =

2n + i(1 + i)n − i(1− i)n
4

• 例 2 略。

• 例 3 (
n− k + 1

k

)
• 例 4

n!∏k
i=1 ni!

=
n!

n1!n2! · · ·nk!

• 例 5
Cn

2n

• 例 6
法 1：利用组合恒等式 i

(
n
i

)
= n

(
n−1
i−1

)
。

i

(
n

i

)
= i · n!

i!(n− i)!
= n · (n− 1)!

(i− 1)!(n− i)!
= n

(
n− 1

i− 1

)
.

所以
n∑

i=0

i

(
n

i

)
=

n∑
i=1

n

(
n− 1

i− 1

)
= n

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
.

（令 k = i− 1，则当 i = 1 时 k = 0，当 i = n 时 k = n− 1。）

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
= 2n−1.
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即
n∑

i=0

i

(
n

i

)
= n · 2n−1.

法 2：多项式求导法生成函数构造：考虑二项式展开式：

(1 + x)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
xi.

两边对 x 求导：
d

dx
(1 + x)n = n(1 + x)n−1 =

n∑
i=0

i

(
n

i

)
xi−1.

两边乘以 x，得到：

nx(1 + x)n−1 =
n∑

i=0

i

(
n

i

)
xi.

令 x = 1，左边为：

n · 1 · (1 + 1)n−1 = n · 2n−1,

右边为：
n∑

i=0

i

(
n

i

)
· 1i =

n∑
i=0

i

(
n

i

)
.

因此：

n · 2n−1

• 例 7
n∑

i=0

i

(
n

i

)(
m

i

)
= n

n∑
i=1

(
n− 1

i− 1

)(
m

i

)
.

令 k = m− 1 ，则

n
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)(
m

k + 1

)
.

由
∑

k

(
a
k

)(
b

c−k

)
=

(
a+b
c

)
得:

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)(
m

k + 1

)
=

(
n+m− 1

m− 1

)
.

因此
n∑

i=0

i

(
n

i

)(
m

i

)
= n

(
n+m− 1

m− 1

)
.

• 例 8
A12

15 × 8!

• 例 9
15000.

• 例 10
C6

16

• 例 11, 12 我还不会，故略。
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